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ABSTRACT 

Distributions associated to a foliation and Lie-Rinehart algebra. 

In this paper we determine a Lie-Rinehart algebra structure on the submodule, 𝔛(ℱ), associated to 

the 𝑇ℱdistribution, we define the Lie-Rinehart algebra structure concept on the foliation in leaf geometry and 

then we deduce that any distribution associated to a foliation ℱ is completely integrable. 
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INTRODUCTION 

Soit 𝑀 une variété différentielle de dimension 

𝑛 = 𝑝 + 𝑞. On rappelle qu’un feuilletage ℱ de dimension 

𝑝 et de codimension 𝑞 sur 𝑀 est la donnée d’un 

recouvrement ouvert 𝒰 = (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 de 𝑀 et, pour tout 𝑖, 

d’un difféomorphisme 

𝜑𝑖 ∶  𝑈𝑖 ⊂ 𝑀 ⟶ 𝜑𝑖(𝑈𝑖) ⊂ ℝ𝑝 × ℝ𝑛−𝑝 

Tel que, sur toute intersection non vide 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗, 

le difféormorphisme de changement de coordonnées 

𝜑𝑗 ∘ 𝜑𝑖
−1 ∶  𝜑𝑖(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) ⟶ 𝜑𝑗(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) 

(𝑥, 𝑦)     ⟼    (𝑥′, 𝑦′) 

Soit de la forme 𝑥′ = 𝜑𝑖𝑗(𝑥, 𝑦) et 𝑦′ = 𝛾𝑖𝑗(𝑦) avec 

𝜑𝑖𝑗et 𝛾𝑖𝑗  deux applications différentiables de variables 

𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑝) et 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛−𝑝). 

Les cartes (𝑈𝑖 , 𝜑𝑖) sont appelées des cartes 

adaptées (au feuilletage) ou des cartes distinguées, le 

domaine 𝑈𝑖  est appelé ouvert distingué. Les 𝑞 dernières 

variables 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛−𝑝) sont des variables 

transverses et le couple (𝑀, ℱ) est appelé variété 

feuilletée. On parle aussi tout simplement de feuilletage 

ℱ sur 𝑀 et parfois noté ℱ(𝑀). 

Exemple 1 : Lorsque 𝑀 est une variété différentielle de 

dimension 𝑛. Un feuilletage ℱ de codimension 1 (ou de 

dimension 𝑛 − 1) sur 𝑀 est le noyau d’une 1-forme  𝛼 sur 

𝑀 telle que 𝛼 ∧ 𝑑𝛼 = 0 [NOVIKOV, 1964 ; GODBILLON, 

1991]. 

 
Figure 1 : Courbes intégrales de l’équation différentielle 𝑑𝑦 − αdx = 0 

Exemple 2 : Soit 𝛼 ∈ ℝ. L’équation différentielle dy −

αdx = 0 dans le plan admet pour courbes 

intégrales les droites d’équations y =  αx + c où c est 

une constante réelle. Chaque valeur de c, détermine donc 

une droite affine. Lorsqu’on fait varier c dans tout ℝ, on 

http://www.congosciences.cd/


http://www.congosciences.cd 10 

ARTICLE  ARTICLE CONGOSCIENCES VOLUME 8 | NUMERO 1 | MARS 2020 

 

 

CONGOSCIENCES     VOLUME 8| NUMBER 1 | MARCH 2020 
© 2017 ACASTI and CEDESURK Online Journal. All rights 
reserved 

obtient une partition du plan ℝ2en droites parallèles de 

pente 𝛼. On obtient ainsi un feuilletage ℱillustré dans la 

Figure 1. 

On utilise toujours les cartes adaptées pour faire des 

calculs de tel sorte que les coordonnées reflètent la 

structure de feuilletage sous-jacente. 

Lorsque 𝑀 est une variété différentielle de 

dimension 𝑛 et 𝑝 ≤ 𝑛 un entier positif. On appelle 

distribution 𝑃 de dimension 𝑝 sur 𝑀 une application 

𝑃 ∶ 𝑀 ⟶ 𝑇𝑀, 𝑥 ⟼ 𝑃𝑥 ∈ 𝑇𝑥𝑀, 

qui expédie tout point 𝑥 ∈ 𝑀 sur un sous-espace vectoriel 

𝑃𝑥 de 𝑇𝑥𝑀 de dimension 𝑝 [MOLINO, 1975]. On écrit  

𝑃 = ⋃ 𝑃𝑥

𝑥∈𝑀

. 

Une distribution 𝑃 de dimension 𝑝 sur 𝑀 est dite 

différentiable si pour tout 𝑥 ∈ 𝑀, il existe un voisinage 

ouvert 𝑈 de 𝑥 dans 𝑀 et 𝑝 champs de vecteurs 

différentiables 𝑋1, … , 𝑋𝑝 sur 𝑈 tels que 

𝑃𝑥 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑋1(𝑥), … , 𝑋𝑝(𝑥)} 

Soit 𝑃 une distribution différentiable sur 𝑀. Un 

champ de vecteurs différentiable 𝑋 sur 𝑀 est dit tangent 

à P si, et seulement si sa valeur à chaque point 𝑥 ∈ 𝑀 

appartient à 𝑃𝑥. Par abus de notation, l’ensemble des 

champs de vecteurs tangents à 𝑃 est noté 

𝔛(𝑃).L’ensemble, 𝔛(𝑃), des champs des vecteurs 

tangents à 𝑃 possède une structure naturelle de 𝐶∞(𝑀)-

module [MOLINO, 1988 ; MOLINO, 1991]. On dit que 

𝔛(𝑃) est le 𝐶∞(𝑀)-sous-module associé à 𝑃. En d’autres 

termes,  𝔛(𝑃) est un 𝐶∞(𝑀)-sous-module de 𝐶∞(𝑀)-

module𝔛(𝑀) des champs de vecteurs sur 𝑀. 

D’après Frobenius, une distribution différentiable 

𝑃 est complètement intégrable si [𝑋, 𝑌] ∈ 𝔛(𝑃) pour tous 

𝑋, 𝑌 ∈ 𝔛(𝑃) [MOLINO, 1988]. 

Dans une carte (𝑥1, … , 𝑥𝑝, 𝑦1, … , 𝑦𝑛−𝑝)  de 𝑀 de 

domaine 𝑈, adaptée au feuilletage ℱ. Une distribution 𝑃 

de dimension 𝑝 sur 𝑀 est dite associée au feuilletage ℱ 

de dimension 𝑝, si pour chaque 𝑥 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑀, 𝑃𝑥 est 

engendrée par les champs de vecteurs 

{
𝜕

𝜕𝑥1 , … ,
𝜕

𝜕𝑥𝑝}[MOLINO, 1988]. 

Lorsque 𝑀 est une variété différentielle de 

dimension 𝑛 et ℱ un feuilletage de dimension 𝑝. On note 

ℱ(𝑥) la feuille connexe passant par 𝑥 ∈ 𝑀 et de 

dimension 𝑝. Le fibré 𝑇ℱ = ⋃ 𝑇𝑥ℱ(𝑥)𝑥∈𝑀  est appelé fibré 

tangent aux feuilles et est tel que le 𝐶∞(𝑀)-module, 

Γ(𝑇ℱ), des sections différentiables de 𝑇ℱadmet une 

structure d’algèbre de Lie et qu’en chaque point 𝑥 ∈ 𝑀, 

les sous-espaces vectoriels  

(Γ(𝑇ℱ))
𝑥

= {X𝑥 ∈ 𝑇𝑥𝑀, 𝑋 ∈ Γ(𝑇ℱ)} constitués des 

valeurs en 𝑥 des sections de 𝑇ℱsont de même dimension 

𝑝 et dim 𝑇ℱ = 𝑛 + 𝑝 [LICHNEROWICZ , 1982].  

On vérifie sans peine que 𝑇ℱ est une distribution 

différentiable sur 𝑀, c’est-à-dire lorsque ℱ est un 

feuilletage de dimension 𝑝 sur 𝑀,𝑇ℱest une distribution 

qui expédie𝑥 ∈ 𝑀 sur le sous-espace vectoriel𝑇𝑥ℱ(𝑥) de 

dimension 𝑝de 𝑇𝑥𝑀.Le sous-espace vectoriel 𝑇𝑥ℱ(𝑥)est 

engendré par La famille des champs de vecteurs 

{
𝜕

𝜕𝑥1 , … ,
𝜕

𝜕𝑥𝑝} définis dans une carte adaptée dont le 

domaine contient 𝑥. 

La distribution 𝑇ℱest appelée distribution associée 

au feuilletage ℱ.La sous algèbre Γ(𝑇ℱ), c’est-à-dire 

l’espace des sections différentiables de 𝑇ℱ, est appelée 

l’algèbre de Lie réelle des champs de vecteurs tangents 

aux feuilles et est notée par abus de notation 𝔛(ℱ). 

Si une distribution 𝐷 de dimension 𝑝 sur 𝑀 est 

donnée et si elle est intégrable, le théorème de Frobenius 

dit [TONDEUR, 1997] qu’il existe un feuilletage (unique) ℱ 

de dimension 𝑝 dont 𝐷 = 𝑇ℱ est le fibré tangent aux 

feuilles, les feuilles de ℱ sont des variétés intégrales 

maximales du sous-fibré 𝐷 = 𝑇ℱ ⊂ 𝑇𝑀. 

Ainsi, donc toute information sur le feuilletage est 

contenue dans son approximation linéaire. 

Exemple 3 : Lorsque 𝜋 ∶  𝑀 → 𝑊est une submersion 

d’une variété lisse 𝑀dans une variété lisse𝑊de 

dimension 𝑞. 𝑃 =  𝐾𝑒𝑟𝜋∗est une distribution 

complètement [REINHART, 1983]. 

Lorsque 𝐴 est une algèbre commutative unitaire 

d’élément-unité 1𝐴 sur un corps commutatif 𝕂 de 

caractéristique zéro. Une structure d’algèbre de Lie-

Rinehart sur 𝒢 est la donnée d’un morphisme de 𝐴-

modules et 𝕂-algèbres de Lie 

𝜌 ∶  𝒢 ⟶ 𝐷𝑖𝑓𝑓𝕂(𝐴) 

tel que 

[𝑥, 𝑎𝑦] = [𝜌(𝑥)(𝑎) − 𝑎. 𝜌(𝑥)(1𝐴)]. 𝑦 + 𝑎. [𝑥, 𝑦] 

pour tous 𝑥 et 𝑦 dans 𝒢et 𝑎 ∈ 𝐴 [OKASSA , 2007]. 
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On dit que (𝒢, 𝜌) est une algèbre de Lie-Rinehart et 

ℒ𝑎𝑙𝑡(𝒢, 𝐴) = ⨁𝑟∈ℕℒ𝑟(𝒢, 𝐴) où ℒ𝑎𝑙𝑡
𝑟 (𝒢, 𝐴)est le 𝐴-module 

des 𝑟-formes multilinéaires alternées sur 𝒢. 

On note  

𝑑𝜌 ∶  ℒ𝑎𝑙𝑡(𝒢, 𝐴) ⟶ ℒ𝑎𝑙𝑡(𝒢, 𝐴) 

l’opérateur de cohomologie associée à la représentation 

𝜌. On vérifie aisément que 𝑑𝜌𝑓 ∈ ℒ𝑎𝑙𝑡(𝒢, 𝐴) pour tout 

𝑓 ∈ ℒ𝑎𝑙𝑡(𝒢, 𝐴). 

La 1-forme 

𝑑𝜌1𝐴: 𝒢 ⟶ 𝐴, 𝑥 ⟼ (𝑑𝜌1𝐴)(𝑥) = 𝜌(𝑥)(1𝐴) 

est la 1-forme canonique de l’algèbre de Lie-Rinehart  

(𝒢, 𝜌) [OKASSA , 2008]. 

Dans ce travail, on détermine la structure d’algèbre 

de Lie-Rinehart sur le 𝐶∞(𝑀)-module, 𝔛(ℱ) = Γ(𝑇ℱ), 

des sections différentiables du fibré tangent au 

feuilletage ℱ de la variété différentielle 𝑀 et on définit le 

concept de structure d’algèbre de Lie-Rinehart sur le 

feuilletage ℱ de la variété différentielle 𝑀. 

Dans toute la suite, on note 𝐶∞(𝑀) l’algèbre des 

fonctions réelles de classe 𝐶∞ sur 𝑀, 1𝐶∞(𝑀) son 

élément-unité, 𝔛(𝑀) le 𝐶∞(𝑀)-module des champs de 

vecteurs sur 𝑀, 𝐷𝑖𝑓𝑓ℝ[𝐶∞(𝑀)] le  𝐶∞(𝑀)-module des 

opérateurs différentiels d’ordre ≤ 1 sur 𝐶∞(𝑀) et 𝑑 

l’opérateur de différentiation extérieure. 

STRUCTURE D’ALGEBRE DE LIE-RINEHART SUR 

LES FEUILLETAGES EN GEOMETRIE TANGENTE 

Dans ce qui suit on détermine la structure d’algèbre 

de Lie-Rinehart sur le sous-module 𝔛(ℱ) associé à la 

distribution 𝑇ℱ. 

Structure d’algèbre de Lie-Rinehart sur 𝖃(𝓕). 

Lorsque ℱ est un feuilletage sur une variété 

différentielle 𝑀, le fibré tangent aux feuilles 𝑇ℱ est un 

sous-fibré vectoriel du fibré tangent 𝑇𝑀, le 𝐶∞(𝑀)-

module 𝔛(ℱ) des sections différentiables de 𝑇ℱ admet 

une structure d’algèbre de Lie réelle et l’application 

𝜌 ∶  𝔛(ℱ) ⟶ 𝔛(𝑀), 𝑋 ⟼ 𝜌(𝑋) = 𝑋 

est une injection canonique. 

On sait que le fibré tangent aux feuilles 𝑇ℱ est une 

distribution différentiable sur 𝑀 associée au feuilletage ℱ 

et l’algèbre de Lie réelle 𝔛(ℱ) des champs de vecteurs 

tangents aux feuilles est le sous-module associé à 𝑇ℱ. 

Ainsi, on a la proposition 1. 

Proposition 1. Si ℱ est un feuilletage sur une variété 

différentielle 𝑀. Alors une structure d’algèbre de Lie-

Rinehart sur𝔛(ℱ) est de la forme (𝔛(ℱ), 𝜌𝛼) où 𝛼 est une 

forme linéaire sur 𝔛(ℱ). 

Preuve : Soit (𝔛(ℱ), 𝜓) une algèbre de Lie-Rinehart sur 

𝔛(ℱ). Pour 𝑋, 𝑌 ∈ 𝔛(ℱ) et pour 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), on a : 

D’une part 

[𝑋, 𝑓. 𝑌] = ([𝜓(𝑋)](𝑓) − 𝑓. [𝜓(𝑋)](1𝐶∞(𝑀))) . 𝑌

+ 𝑓. [𝑋, 𝑌] 

et d’autre part, comme 𝔛(ℱ) est une sous-algèbre de Lie 

réelle de l’algèbre de Lie réelle 𝔛(𝑀) des champs de 

vecteurs sur la variété différentielle 𝑀, on a 

[𝑋, 𝑓. 𝑌] = 𝑋(𝑓). 𝑌 + 𝑓[𝑋, 𝑌] 

pour tous 𝑋, 𝑌 dans  𝔛(ℱ)et 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀). On peut écrire 

de la manière équivalente  

[𝜓(𝑋)](𝑓) = 𝑋(𝑓) + 𝑓. [𝜓(𝑋)](1𝐶∞(𝑀)) 

=  𝜌(𝑋)(𝑓) + 𝑓. [𝜓(𝑋)](1𝐶∞(𝑀)) 

L’application 

𝛼 ∶  𝔛(ℱ) ⟶ 𝐶∞(𝑀) 

𝑋   ⟼ 𝛼(𝑋) = [𝜓(𝑋)](1𝐶∞(𝑀)) 

est une forme linéaire, ainsi 

[𝜓(𝑋)](𝑓) = [𝜌(𝑋)](𝑓) + 𝑓. 𝛼(𝑋). 

Finalement, on déduit que 

𝜓 = 𝜌𝛼 

car par définition 

[𝜌𝛼(𝑋)](𝑓) = [𝜌(𝑋)](𝑓) + 𝑓. 𝛼(𝑋) pour tout 𝑋 ∈ 𝔛(ℱ) 

et pour tout 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀). ∎ 

Proposition 2. Lorsque 𝑑𝜌𝛼
 est l’opérateur de cohomologie 

associé à la représentation  

𝜌𝛼 ∶  𝔛(ℱ) ⟶ 𝐷𝑖𝑓𝑓ℝ[𝐶∞(𝑀)], alors la forme linéaire 𝛼 

sur 𝔛(ℱ) est complètement intégrable. 

Preuve. Soit 𝜌𝛼 une représentation de 𝔛(ℱ)dans 𝐶∞(𝑀). 

Pour tous 𝑋, 𝑌 ∈ 𝔛(ℱ)et 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), on a : 

0 = [𝜌𝛼(𝑋), 𝜌𝛼(𝑌)](𝑓) − (𝜌𝛼[𝑋, 𝑌])(𝑓) 

     = (𝜌𝛼(𝑋) ∘ 𝜌𝛼(𝑌) − 𝜌𝛼(𝑌) ∘ 𝜌𝛼(𝑋))(𝑓) −

((𝜌[𝑋, 𝑌])(𝑓) + 𝑓𝛼[𝑋, 𝑌]) 

     = 𝜌𝛼(𝑋) ((𝜌𝛼(𝑌))(𝑓)) − 𝜌𝛼(𝑌) ((𝜌𝛼(𝑋))(𝑓)) −

(𝜌[𝑋, 𝑌])(𝑓) − 𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 
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     = 𝜌𝛼(𝑋) ((𝜌(𝑌))(𝑓) + 𝑓𝛼(𝑌)) −

𝜌𝛼(𝑌) ((𝜌(𝑋))(𝑓) + 𝑓𝛼(𝑋)) − [𝑋, 𝑌](𝑓) −

𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 

     = 𝜌𝛼(𝑋)(𝑌(𝑓) + 𝑓𝛼(𝑌)) − 𝜌𝛼(𝑌)(𝑋(𝑓) + 𝑓𝛼(𝑋)) −

[𝑋, 𝑌](𝑓) − 𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 

     = (𝜌𝛼(𝑋))(𝑌(𝑓)) + (𝜌𝛼(𝑋))(𝑓). 𝛼(𝑌) +

𝑓(𝜌𝛼(𝑋))(𝛼(𝑌)) − 𝑓𝛼(𝑌)(𝜌𝛼(𝑋))(1𝐶∞(𝑀)) −

(𝜌𝛼(𝑌))(𝑋(𝑓)) − (𝜌𝛼(𝑌))(𝑓)𝛼(𝑋) −

𝑓(𝜌𝛼(𝑌))(𝛼(𝑋)) + 𝑓𝛼(𝑋)(𝜌𝛼(𝑌))(1𝐶∞(𝑀)) −

[𝑋, 𝑌](𝑓) − 𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 

     = 𝜌(𝑋)(𝑌(𝑓)) + 𝑌(𝑓)𝛼(𝑋) + ((𝜌(𝑋))(𝑓) +

𝑓𝛼(𝑋)) 𝛼(𝑌) + 𝑓 ((𝜌(𝑋))(𝛼(𝑌)) + 𝛼(𝑌)𝛼(𝑋)) −

𝑓𝛼(𝑌) ((𝛼(𝑋))(1𝐶∞(𝑀)) + 1𝐶∞(𝑀)𝛼(𝑋)) −

((𝜌(𝑌))(𝑋(𝑓)) + 𝑋(𝑓)𝛼(𝑌)) − ((𝜌(𝑌))(𝑓) +

𝑓𝛼(𝑌)) 𝛼(𝑋) − 𝑓[(𝜌(𝑌))(𝛼(𝑋)) + 𝛼(𝑋)𝛼(𝑌)] +

𝑓𝛼(𝑋) (𝜌(𝑌)(1𝐶∞(𝑀)) + 1𝐶∞(𝑀)𝛼(𝑌)) −

[𝑋, 𝑌](𝑓) − 𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 

     = 𝑋(𝑌(𝑓)) + 𝑌(𝑓)𝛼(𝑋) + 𝑋(𝑓)𝛼(𝑌) +

𝑓𝛼(𝑋)𝛼(𝑌) + 𝑓𝑋(𝛼(𝑌)) + 𝑓𝛼(𝑌)𝛼(𝑋) −

𝑓𝛼(𝑌)𝑋(1𝐶∞(𝑀)) − 𝑓𝛼(𝑌)𝛼(𝑋) − 𝑌(𝑋(𝑓)) −

𝑋(𝑓)𝛼(𝑌) − 𝑌(𝑓)𝛼(𝑋) − 𝑓𝛼(𝑌)𝛼(𝑋) −

𝑓𝑌(𝛼(𝑋)) − 𝑓𝛼(𝑋)𝛼(𝑌) + 𝑓𝛼(𝑋) (𝑌(1𝐶∞(𝑀))) +

𝑓𝛼(𝑋)𝛼(𝑌) − [𝑋, 𝑌](𝑓) − 𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 

      = 𝑋(𝑌(𝑓)) + 𝑓𝑋𝛼(𝑌) − 𝑌(𝑋(𝑓)) − 𝑓𝑌(𝛼(𝑋)) −

[𝑋, 𝑌](𝑓) − 𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 

      = [𝑋, 𝑌](𝑓) + 𝑓𝑋𝛼(𝑌) − 𝑓𝑌𝛼(𝑋) − [𝑋, 𝑌](𝑓) −

𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 

      = 𝑓𝑋(𝛼(𝑌)) − 𝑓𝑌(𝛼(𝑋)) − 𝑓𝛼[𝑋, 𝑌] 

      = 𝑓(𝑋(𝛼(𝑌)) − 𝑌(𝛼(𝑋)) − 𝛼[𝑋, 𝑌]) 

      = 𝑓(𝜌(𝑋)𝛼(𝑌) − 𝜌(𝑌)𝛼(𝑋) − 𝛼[𝑋, 𝑌]) 

      = 𝑓𝑑𝜌𝛼
𝛼(𝑋, 𝑌) pour tout 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), 

on déduit que 𝑑𝜌𝛼
𝛼(𝑋, 𝑌) = 0, ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝔛(ℱ) i.e. 

 𝑑𝜌𝛼
𝛼 = 0. 

Ainsi, 𝛼 ∧ 𝑑𝜌𝛼
𝛼 = 𝛼 ∧ 𝑑𝛼 = 0 c’est-à-dire 𝛼 est 

complètement intégrable.∎ 

Corollaire 1. Soit 𝔛(ℱ) l’algèbre de Lie réelle des champs 

de vecteurs tangents aux feuilles. Le couple (𝔛(ℱ), 𝜌𝛼) est 

une structure d’algèbre de Lie-Rinehart si et seulement s’il 

existe une forme linéaire 𝛼sur 𝔛(ℱ) tel que 𝛼est 

complètement intégrable c’est-à-dire 𝛼 ∧ 𝑑𝜌𝛼
𝛼 = 0 où 

𝑑𝜌𝛼
 est l’opérateur de cohomologie associé à la 

représentation 𝜌𝛼. 

On vérifie que 𝑑𝜌𝛼
𝑓 ∈ ℒ𝑎𝑙𝑡(𝔛(ℱ), 𝐶∞(𝑀)) pour 

tout 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀). 

La 1-forme 

𝑑𝜌𝛼
1𝐶∞(𝑀) ∶  𝔛(ℱ) ⟶ 𝐶∞(𝑀), 𝑋 ⟼ [𝜌𝛼(𝑋)](1𝐶∞(𝑀)) 

est telle que pour 𝑋 ∈ 𝔛(ℱ), on a  

(𝑑𝜌𝛼
1𝐶∞(𝑀))(𝑋) = 𝜌𝛼(𝑋)(1𝐶∞(𝑀)) 

                    = 𝜌(𝑋)(1𝐶∞(𝑀)) + 1𝐶∞(𝑀). 𝛼(𝑋) 

                    = 𝑋(1𝐶∞(𝑀)) + 𝛼(𝑋) 

                    = 𝛼(𝑋). 

On déduit que la 1-forme 𝛼 = 𝑑𝜌𝛼
1𝐶∞(𝑀) est la 

forme canonique d’algèbre de Lie-Rinehart (𝔛(ℱ), 𝜌𝛼). 

Comme le sous-module 𝔛(ℱ) associé à la distribution 𝑇ℱ 

admet une structure d’algèbre de Lie-Rinehart, alors la 

distribution  𝑇ℱ est complètement intégrable. 

Structure d’algèbre de Lie-Rinehart sur feuilletage 

en géométrie tangente 

Comme au niveau infinitésimal, la géométrie 

tangente (la géométrie des feuilles) est modelée par 𝑇ℱ 

et 𝔛(ℱ) est le 𝐶∞(𝑀)-module associé à 𝑇ℱ. On est ainsi 

conduit à la définition suivante 

Définition 1. Une structure d’algèbre de Lie-Rinehart sur 

le feuilletage ℱ est la donnée d’un morphisme de C∞(M)-

modules et d’algèbres de Lie réelles 

𝜌𝛼 ∶  𝔛(ℱ) ⟶ 𝐷𝑖𝑓𝑓ℝ[𝐶∞(𝑀)] 

tel que pour tous 𝑋, 𝑌 ∈ 𝔛(ℱ)et 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), on a 

[𝑋, 𝑓. 𝑌] = [𝜌𝛼(𝑋)(𝑓) − 𝑓𝜌𝛼(𝑋)(1𝐶∞(𝑀))]. 𝑌 + 𝑓[𝑋, 𝑌] 

On dit que le couple (𝔛(ℱ), 𝜌𝛼) est une structure 

d’algèbre de Lie-Rinehart sur (𝑀, ℱ) et l’application 𝜌𝛼 

est une représentation de 𝔛(ℱ) dans 𝐶∞(𝑀). 

Lorsque 𝑀 est une variété différentiable, ℱ(𝑀) un 

feuilletage de 𝑀 et 𝑇ℱ le fibré tangent au feuilletage 

ℱ(𝑀). Si 𝑀′ une variété différentielle telle qu’il existe une 

submersion 𝑠 ∶ 𝑀′ ⟶ 𝑀 et (𝑈; 𝑥1, … , 𝑥𝑝, 𝑦1, … , 𝑦𝑞) est 

une carte de 𝑀 adaptée au feuilletage ℱ.Il résulte de la 

propriété de la submersion que les 𝑝 fonctions locales 

𝑥𝑖 ∘ 𝑠 sont indépendantes sur 𝑠−1(𝑈) et que la 
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submersion 𝑠 définit sur 𝑀′ un feuilletage ℱ′ qui est dit 

l’image réciproque de ℱpar 𝑠.  

En particulier, comme la projection du fibré tangent au 

feuilletage 𝜋 ∶  𝑇ℱ ⟶ 𝑀 est une submersion de 𝑇ℱ sur 

𝑀 et pour tout𝑥 ∈ 𝑀, 𝜋−1ℱ(𝑥) est le fibré tangent de la 

feuille ℱ(𝑥).On définit ainsi un feuilletage de la variété 

𝑇ℱ par des feuilles de dimension 2𝑝 (dimension paire) 

[LICHNEROWICZ, 1979 ; LICHNEROWICZ, 1982]. 

CONCLUSION 

 Dans ce papier, lorsque 𝑇ℱ est une distribution 

associée au feuilletage 𝐹, nous démontrons que son sous-

module associé 𝑋(ℱ) admet une structure d’algèbre de 

Lie-Rinehart de la forme (𝔛(ℱ), 𝜌𝛼). Ce qui nous a permis 

de retrouver un résultat classique selon lequel une 

distribution est complétement intégrable si seulement et 

si elle est associée à un feuilletage. Nous avons enfin, 

utilisé la structure d’algèbre de Lie-Rinehart (𝔛(ℱ), 𝜌𝛼) 

pour introduire le concept de structure d’algèbre de Lie-

Rinehart sur le feuilletage 𝐹 en géométrie tangente. 

Dans l’avenir, nous pouvons nous intéresser aux 

cas particuliers des feuilletages de codimension 1 ainsi 

qu’aux feuilletages de dimension 1 appelés flots. 

RESUME 

Nous déterminons dans ce papier, une structure 

d’algèbre de Lie-Rinehart sur le sous-module, 

𝔛(ℱ)associé au fibré tangent aux feuilles 𝑇ℱ d’un 

feuilletage ℱ. Le concept de structure d’algèbre de Lie-

Rinehart sur un feuilletage en géométrie tangente est 

introduite ensuite. Nous déduisons enfin, en utilisant les 

structures d’algèbres de Lie-Rinehart, le résultat classique 

selon lequel, toute distribution associée à un feuilletage 

est complètement intégrable.  

Mots Clés : 

Distributions, fibré tangent aux feuilles, feuilles symplectiques, algèbre de Lie-

Rinehart. 
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