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Distributions associated to a foliation and Lie-Rinehart algebra.

In this paper we determine a Lie-Rinehart algebra structure on the submodule, X(F), associated to
the TFdistribution, we define the Lie-Rinehart algebra structure concept on the foliation in leaf geometry and
then we deduce that any distribution associated to a foliation F is completely integrable.
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INTRODUCTION
Soit M une variété différentielle de dimension
n = p + q. On rappelle gu’un feuilletage F de dimension
p et de codimension g sur M est la donnée d’un
recouvrement ouvert U = (U;);¢; de M et, pour tout i,
d’un difféomorphisme
@i Uy c M — ¢(U;)) c RP xR"P

Tel que, sur toute intersection non vide U; N U;,

le difféormorphisme de changement de coordonnées
9jo 9 oi(Uin ;) — (Ui nUj)
xy) — &)
Soit de la forme x’ = ¢;;(x,y) ety’ = y;;(y) avec
@;jet y;; deux applications différentiables de variables
x=(1 .., xP)ety = (yL, ..., y"P).
Les cartes (U;, ;) sont appelées des cartes

adaptées (au feuilletage) ou des cartes distinguées, le
domaine U; est appelé ouvert distingué. Les q dernieres

y=04.y"P)
transverses et le couple (M,F) est appelé variété

variables sont des variables

feuilletée. On parle aussi tout simplement de feuilletage
F sur M et parfois noté F(M).

Exemple 1 : Lorsque M est une variété différentielle de
dimension n. Un feuilletage F de codimension 1 (ou de
dimensionn — 1) sur M est le noyau d’'une 1-forme a sur
M telle que a A da = 0 [NOVIKOV, 1964 ; GODBILLON,

1991].

Figure | : Courbes intégrales de |'equation différentielle dy — adx = 0

Exemple 2 : Soit a € R. L'équation différentielle dy —
adx =0
intégrales les droites d’équations y = ax+ cou cest

dans le plan admet pour courbes

une constante réelle. Chaque valeur de c, détermine donc
une droite affine. Lorsqu’on fait varier ¢ dans tout R, on
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obtient une partition du plan R?en droites paralléles de
pente a. On obtient ainsi un feuilletage Fillustré dans la
Figure 1.

On utilise toujours les cartes adaptées pour faire des
calculs de tel sorte que les coordonnées reflétent la
structure de feuilletage sous-jacente.

Lorsque M est une variété différentielle de
dimension n et p <n un entier positif. On appelle
distribution P de dimension p sur M une application

P:M—TM,x— P, €T, M,

qui expédie tout point x € M sur un sous-espace vectoriel
P, de T,,M de dimension p [MOLINO, 1975]. On écrit

P=UPx.

XEM

Une distribution P de dimension p sur M est dite
différentiable si pour tout x € M, il existe un voisinage
ouvert U de x dans M et p champs de vecteurs
différentiables X3, ..., X, sur U tels que

P, = span{X1 (x), s Xp (x)}

Soit P une distribution différentiable sur M. Un
champ de vecteurs différentiable X sur M est dit tangent
a P si, et seulement si sa valeur a chaque point x € M
appartient a P,. Par abus de notation, 'ensemble des
champs de vecteurs tangents a P est noté
X(P).Uensemble, X(P), des champs des vecteurs
tangents a P posséde une structure naturelle de C*(M)-
module [MOLINO, 1988 ; MOLINO, 1991]. On dit que
X(P) est le C*(M)-sous-module associé a P. En d’autres
termes, X(P) est un C*(M)-sous-module de C*(M)-

moduleX(M) des champs de vecteurs sur M.

D’apres Frobenius, une distribution différentiable
P est complétement intégrable si [X, Y] € X(P) pour tous
X,Y € X(P) [MOLINO, 1988].

y"*P) de M de
domaine U, adaptée au feuilletage F. Une distribution P

Dans une carte (x1,...,xP,y%, ..,

de dimension p sur M est dite associée au feuilletage F
de dimension p, si pour chaque x e U c M, P, est
champs de vecteurs

engendrée par les

{% ...,a%}[MOLINO, 1988].

Lorsque M est une variété différentielle de
dimension n et F un feuilletage de dimension p. On note
F(x) la feuille connexe passant par x E M et de
dimension p. Le fibré TF = Uyeym ToF (x) est appelé fibré

tangent aux feuilles et est tel que le C*(M)-module,
I'(TF), des sections différentiables de TFadmet une
structure d’algébre de Lie et qu’en chaque point x € M,
les sous-espaces vectoriels

(F(Tf]—"))x ={X, €T M, X €T(TF)} constitués des
valeurs en x des sections de TFsont de méme dimension
petdimTF =n + p [LICHNEROWICZ , 1982].

On vérifie sans peine que TF est une distribution
différentiable sur M, c’est-a-dire lorsque F est un
feuilletage de dimension p sur M,TFest une distribution
qui expédiex € M sur le sous-espace vectorielT, F(x) de
dimension pde T,,M.Le sous-espace vectoriel T, F (x)est
engendré par La famille des champs de vecteurs

0 a PP ,
{ﬁ""’@} définis dans une carte adaptée dont le

domaine contient x.

La distribution TFest appelée distribution associée
au feuilletage F.lLa sous algébre T'(TF), c’est-a-dire
I’espace des sections différentiables de TF, est appelée
I'algebre de Lie réelle des champs de vecteurs tangents
aux feuilles et est notée par abus de notation X(F).

Si une distribution D de dimension p sur M est
donnée et si elle est intégrable, le théoreme de Frobenius
dit [TONDEUR, 1997] gu’il existe un feuilletage (unique) F
de dimension p dont D = TF est le fibré tangent aux
feuilles, les feuilles de F sont des variétés intégrales
maximales du sous-fibré D = TF c TM.

Ainsi, donc toute information sur le feuilletage est
contenue dans son approximation linéaire.

Exemple 3: Lorsquem: M — West une submersion
lisseWde
distribution

d’'une variété lisse Mdans une variété

dimension ¢q. P = Kerm,est une

complétement [REINHART, 1983].

Lorsque A est une algebre commutative unitaire
d’élément-unité 1, sur un corps commutatif K de
caractéristique zéro. Une structure d’algebre de Lie-
Rinehart sur G est la donnée d’'un morphisme de A-
modules et K-algebres de Lie

p: G — Dif fx(4)

tel que

[x,ay] = [p()(@) — a.p(x)(1)].y + a.[x, y]
pour tous x et y dans Get a € A [OKASSA , 2007].
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On dit que (G, p) est une algebre de Lie-Rinehart et
L41:(G,A) = ®,enLT(G, A) ol L] (G, A)est le A-module
des r-formes multilinéaires alternées sur G.

On note

dp : Lalt(g' A) - Lalt(g'A)

I'opérateur de cohomologie associée a la représentation
p. On vérifie aisément que d,f € L4;:(G, A) pour tout

f € Lalt(g; A)

La 1-forme

dpla:G — Ax — (dp1a)(x) = p(x)(1a)

est la 1-forme canonique de l'algebre de Lie-Rinehart
(G, p) [OKASSA , 2008].

Dans ce travail, on détermine la structure d’algébre
de Lie-Rinehart sur le C*(M)-module, X(F) = I'(TF),
des sections différentiables du fibré tangent au
feuilletage F de la variété différentielle M et on définit le
concept de structure d’algebre de Lie-Rinehart sur le

feuilletage F de la variété différentielle M.

Dans toute la suite, on note C* (M) I'algébre des
fonctions réelles de classe C* sur M, 1coy) son
élément-unité, X(M) le C®(M)-module des champs de
vecteurs sur M, Dif frp[C®(M)] le C*®(M)-module des
opérateurs différentiels d’'ordre <1 sur C*(M) et d
I'opérateur de différentiation extérieure.

STRUCTURE D’ALGEBRE DE LIE-RINEHART SUR
LES FEUILLETAGES EN GEOMETRIE TANGENTE

Dans ce qui suit on détermine la structure d’algébre
de Lie-Rinehart sur le sous-module X(F) associé a la
distribution TF.

Structure d'algébre de Lie-Rinehart sur X(¥).

Lorsque F est un feuilletage sur une variété
différentielle M, le fibré tangent aux feuilles TF est un
sous-fibré vectoriel du fibré tangent TM, le C*(M)-
module X(F) des sections différentiables de TF admet
une structure d’algebre de Lie réelle et I'application

p: X(F) > XM),X — pX) =X
est une injection canonique.

On sait que le fibré tangent aux feuilles TF est une
distribution différentiable sur M associée au feuilletage F
et I'algébre de Lie réelle X(F) des champs de vecteurs
tangents aux feuilles est le sous-module associé a TF.
Ainsi, on a la proposition 1.

Proposition 1. Si F est un feuilletage sur une variété
différentielle M. Alors une structure d’algébre de Lie-
Rinehart surX(F) est de la forme (X(F), p,) ol a est une
forme linéaire sur X(F).

Preuve : Soit (X(F),¥) une algébre de Lie-Rinehart sur
X(F).PourX,Y € X(F) et pour f € C*(M),ona:

D’une part
%, £.¥1 = (OO = - [ CO) (o) ) - ¥
+ f.[X,Y]

et d’autre part, comme X(F) est une sous-algébre de Lie
réelle de l'algébre de Lie réelle X(M) des champs de
vecteurs sur la variété différentielle M, on a

(X, f-Y] =X(f).Y + f[X,Y]

pour tous X,Y dans X(F)et f € C*(M). On peut écrire
de la maniére équivalente

[WCOI) = X(F) + £ [ (1een)

= pCO) + £ [ (1eoan)

L’application
a: X(F) — Cc®(M)

X = al) = [OOI(1cewn)
est une forme linéaire, ainsi

[WCOIU) = [pCOI) + f.a(X).
Finalement, on déduit que

Y = pg

car par définition

[pa (X)) = [p(XD]I(f) + f-a(X) pour tout X € X(F)
et pourtout f € C*(M). m

Proposition 2. Lorsque d,,  est 'opérateur de cohomologie

associé a la représentation

Pa @ X(F) — Diffr[C*(M)], alors la forme linéaire a
sur X(F) est complétement intégrable.

Preuve. Soit p, une représentation de X(F)dans C*(M).
Pourtous X,Y € X(F)et f € C*(M),ona:

0 = [pa(X), pa 1) — (P [X, YD ()
= (pa(X) ° pa(Y) — pg(Y) e pa(X))(f) -
(X, YD) + falx,Y])

= (0 ((0a)()) = pa (1) ((Pa X)) () —
(PIX, YD) — falX, Y]
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= paX) (0 M) () + far (1)) —
P ((PCO)() + fa(X)) = [X, YI(f) —
fa[X, Y]

= paX)(Y(F) + fa(V)) = pa (X () + fa(X)) —
(X, Y1(F) - falX,Y]

= (P CO)(Y (N) + (P O)(N)-a(¥) +
f(peCO) () = fa(¥)(pa (X)) (Lcowm)) —
(P M) (X)) = (M) (Pa(X) —
f(paM) (@) + fa(X) (pa (V) (o) —
(X, Y1(F) - falX,Y]

= pCO(Y () + Y (HaX) + ((pCO)(F) +
fa)a) + £ (o) (a() + a(a(x)) -
fa) (@) (Le=qn) + LewanaX) ) -
((e)(x(N) + X(Ha)) = ((eM)(F) +
fa)) ax) = f[(pN)(@(®)) + aX)a()] +
fa(X) (P(Y)(lcw(m)) + 1c°°(M)0£(Y)) -
(X, Y1(F) - falX,Y]

=X(Y(N) +Y(NaX) + X(Ha(¥) +
fa@)a() + fX(a(¥)) + fa(¥)a(x) -
faX(1eoan) — faaX) = Y(X()) -
X(Ha¥) =Y (HaX) - fa(¥)aX) -
Y (a(0) = fa@a) + fa(X) (Y(1eoan)) +
faX)a(¥) = [X,YI(f) - falX,Y]

=X(Y(N) + fXa(¥) = Y(X()) — fY(a (X)) —
(X, Y1(F) - falX,Y]

= [X,YI(f) + fXa(¥) = fYa(X) — [X,Y](F) -
fa[X' Y]

= fX(a(M)) - fY(a(X)) — falX,Y]

= f(X(a() = Y(a(X)) — a[X,Y])

= flo(X)a(Y) - p(V)a(X) — alX,Y])

= fd, a(X,Y) pour tout f € C*(M),

on déduit que d, a(X,Y) =0,VX,Y € X(F) i.e.
d,,a=0.

Ainsi, aA dpaa =aAda=0 Cest-a-dire a est

complétement intégrable.m
Corollaire 1. Soit X(F) I'algébre de Lie réelle des champs

de vecteurs tangents aux feuilles. Le couple (X(F), p,) est
une structure d’algebre de Lie-Rinehart si et seulement s’il

existe une forme linéaire asur ¥X(F) tel que aest
complétement intégrable c’est-a-dire a Ad, a =0 ou
d,, est l'opérateur de cohomologie associé a la

représentation p,.

On vérifie que d,_ f € L1t (X(F),C*(M)) pour
tout f € C*(M).

La 1-forme
dpgleoqn + X(F) = €M), X = [pa ()] (1eoan)
est telle que pour X € X(F),ona
(dpg L) X) = pa (X (Leoqn)
= pX) (Leey) + Loy a(X)
= X(1cwn) + a(X)
= a(X).

On déduit que la 1-forme a =d, 1cop est la

forme canonique d’algébre de Lie-Rinehart (X(F), p,)-

Comme le sous-module X(F) associé a la distribution TF
admet une structure d’algébre de Lie-Rinehart, alors la
distribution TF est complétement intégrable.

Structure d’algébre de Lie-Rinehart sur feuilletage
en géométrie tangente

Comme au niveau infinitésimal, la géométrie
tangente (la géométrie des feuilles) est modelée par TF
et X(F) est le C*(M)-module associé a TF. On est ainsi
conduit a la définition suivante

Définition 1. Une structure d’algébre de Lie-Rinehart sur
le feuilletage F est la donnée d’'un morphisme de C* (M)-
modules et d’algebres de Lie réelles

Pa i X(F) — Dif frlC(M)]
tel que pour tous X,Y € X(F)et f € C*(M), ona

[X,7.Y] = [pa COU) = fraX)(Leomn)] Y + fIX, Y]

On dit que le couple (X(F),p,) est une structure
d’algébre de Lie-Rinehart sur (M, F) et I'application p,
est une représentation de X(F) dans C*(M).

Lorsque M est une variété différentiable, F (M) un
feuilletage de M et TF le fibré tangent au feuilletage
F(M).Si M' une variété différentielle telle qu’il existe une
submersion s : M’ — M et (U;x%, ..., xP,y1, ..., y9) est
une carte de M adaptée au feuilletage F.ll résulte de la
propriété de la submersion que les p fonctions locales

x'os sont indépendantes sur s 1(U) et que la
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submersion s définit sur M’ un feuilletage F' qui est dit
I'image réciproque de Fpar s.

En particulier, comme la projection du fibré tangent au
feuilletage m: TF — M est une submersion de TF sur
M et pour toutx € M, m~1F (x) est le fibré tangent de la
feuille F(x).0On définit ainsi un feuilletage de la variété
TF par des feuilles de dimension 2p (dimension paire)
[LICHNEROWICZ, 1979 ; LICHNEROWICZ, 1982].

CONCLUSION

Dans ce papier, lorsque TF est une distribution
associée au feuilletage F, nous démontrons que son sous-
module associé X(F) admet une structure d’algébre de
Lie-Rinehart de la forme (X(F), p,)- Ce qui nous a permis
de retrouver un résultat classique selon lequel une
distribution est complétement intégrable si seulement et
si elle est associée a un feuilletage. Nous avons enfin,
utilisé la structure d’algebre de Lie-Rinehart (X(F), p,)
pour introduire le concept de structure d’algébre de Lie-
Rinehart sur le feuilletage F en géométrie tangente.

Dans I’avenir, nous pouvons nous intéresser aux
cas particuliers des feuilletages de codimension 1 ainsi
gu’aux feuilletages de dimension 1 appelés flots.

RESUME

Nous déterminons dans ce papier, une structure

d’algebre de Lie-Rinehart sur le sous-module,
X(F)associé au fibré tangent aux feuilles TF d’un
feuilletage F. Le concept de structure d’algébre de Lie-
Rinehart sur un feuilletage en géométrie tangente est
introduite ensuite. Nous déduisons enfin, en utilisant les
structures d’algébres de Lie-Rinehart, le résultat classique
selon lequel, toute distribution associée a un feuilletage

est completement intégrable.

Mots Clés :

Distributions, fibré tangent aux feuilles, feuilles symplectiques, algebre de Lie-
Rinehart.
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